













週 期 的 フ ラ ス トレ ー シ ョン を も つ 2次 元 イジ ン グ 系 の 相 転 移
原 研 削 役 広
§1｡ は じ め に
フラス トレーシ ョン(frustration:FR)が ス ピング ラスの本質的要素 であ ることがToulousel)に よ
って指摘 されて以来 ､多 くのFRモデル が集中的 に研 究 されて い る｡2)~6) 特 に 2次 元 の規則 的FRモ
デル は､厳 密 な取扱 いが可能 な こともあ って詳 し く調 べ られて い る｡ これ まで に知 られ て い るモ
デル には､奇 モデル ､7)ドミノモデル ､8)層状FRモデ ル 9)等 が あ る｡ 本 研究で は､数 値的方法 を期
いて明 らかに した層 状FRモデルの相転 移 の様相 につ いて報告 す る｡
VdovichenkoのrandomValk川 )の方法 を用 い る と､2次元 の適期 的 なポ ン ド配置 を持 つ イジ ング
系の分配関数 Z(K)は､逆格子空 間(q空 間)の成分 Z(q､K)の積 の形 に書 け る : Z(K)=n qZ(q､K)､
K=J/k8T｡ 任意 の適期 的なポ ン ド配置 に対 して Z(q､K)を数値 的 に求 め る方法 を考案 した｡1日 自
由エ ネル ギ ーはqにつ いての 2重積 分 を96×96点 のガ ウス積 分 を用 いて計算 した｡ Z(q､K)- 0と
な るqcとKcが不 安定性 を示 すモ ー ドと転移 温度 を与 え る｡ q空 間内のqcの対称 性 か らその モ ー ドの
ス ピン配置 が決 る｡ 以下 に示 す ように リエ ン トラン ト現象 を示 す場 合 には､各 モ ー ドの ス ピン配
置 を決め る事 が重要 にな る｡
§2｡ 層 状 フ ラ ス トレ ー シ ョン モ デ ル (LFR)
LFRモ手ル は 2次元正方格子上 の イジ ング系 で あ る｡ ボ ン ドは ±Jの値 を と り､横 方 向のポ ン ド
はすべて+Jであ る｡ これ に対 して縦方 向 には､+Jのポ ン ドが n+本 と-Jポ ン ドがn一本 あ って､n十十n-
の適期 で並 んで い る｡ このモデ ル で は縦方向 の -Jポ ン ドの位置 に よ ってFRの配置 が きまる｡ こ
れ を 〔n十､n-〕 モデル と呼ぶ ことにす る｡ 縦 方向 のポ ン ドの平均の大 きさは cJこくn十一n-)J/(n'+n-)
で定義 され る｡ 同 じ Cを持 つがFRの配置 が異 な るモデルが幾 つか あ る｡
第 1回 は 〔3､2〕モデルの単 位胞 を例 示 して い る｡ 実線 は+Jボ ン ドを､点線 は -Jポ ン ドを表 して
いる｡ また正 方形 の内部 の ×印 は､その正方形 が プラス トレー トして い る事 を示 して い る｡ 四重
のFR層 を持 つモデ ル を Q､一重 のFR層 を二本持 つモデル を S
と呼んで区別す ることにす る｡ Hoeverら8)に よ るとLFRモデ
ル では '.sinh2Kc･sinh2eKc=1くK=J/kBT) で決 る転移点Tc
で相転移 を起 こす｡ 〔3､2〕モデル で は e=0.2で あ るので
Tc=1.1416であ る｡FRの配置が異 な って い るに も拘-らず 同 じ
温度 で相 転移 を起 こす とい う点 で､FRの性質 と関連 して非常
な興 味がもたれて い る｡
第 2図 は､ § 1で述 べ た方法 を用 いて計算 した 〔3､2〕モ
デル の比熱 で あ る｡ Hoeverらの予測 した転移温度 で対 数 的
発散 を示 して い る｡ 発散 の振幅 は､FRの配置 の差 を反映 し
た明 らかな差 が あ る｡ 零点 エ ン トロ ピーは Qモデル で は残
ってお り､Sモデル に はな い｡ この差 は転移 温度 には関係
して いな い｡ 〔4,2〕､〔5,2〕モデル で も同 じ傾 向 を示 す｡
これ に対 して 〔∩､n〕モデ ルで は､Hoeverらの予測 で は
Tc=.0であ る｡ これ と一致 して､比熱の発散 は見 られ な い｡
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第1図｡ 〔3､2〕モデルの単位胞




比熱か らは転移温度 と結界挙動 しか分か らないが､Z(q､K)- 0となるqcとKcか らは秩序相のス
ピン配置 と転移温度についての知見が得 られ る｡ 第 1回に示 した (3､2〕モデルの単位胞に対する
q空間の単位抱は､第3図に示 したようにイジング規則系に比べてqx方向に1/5小 さ くなっている｡
q空間の対称点に図に示 したような名称を付けてお く｡ Z(qx,qy,K)はN点(7t/5,7t/2)の値で規格
化 してある｡ 第3図｡ 〔3､2〕モデルのq空間の単位胞
.丁｢q′
-T Hド｢ INM 7丁
｢汀
fl l J 1_0_T!2cl-.- Z l l l
-~一一:,Tt [3I2コS 一.汁一一-一一/-1-､ ノ一一 '＼＼
./′ 一､､∴ 一一ヽヽ＼_ ---.yv ＼ヽ､yJ ＼､′/■′
l H - K rl M N f
第4図｡ 〔3､2〕SモデルのT≧Tcの分散関係
(a) 〔3､2〕 モ デ ル のTe=1.1416 で 相 転 移 を す る秩 序 相 の 性 質
QとSの二つの 〔3､2〕モデルは同 じTcを持つ｡ Tcより高過での分散関係の様相は非常に良 く似
ている｡ 第 4回にSのT≧Tcでの分散関係を示す｡ T=…か ら出発 してTが下が るとr､M､H､ I
の各点でZが下が り始める｡ T=Tcでr点が先に 0になる｡ 即ちqc=(0,0)が不安定性を示すモー ド
である｡ qcの対称性から秩序相の単位胞の大 きさは､常磁性相のそれ と同 じである事が分か る｡
スピンは第5回に示 したような配置をしている｡ ここで白丸は上向 きのスピンを表 している｡ ×
印 と×印の間の線は､それと交差するボン ドがプラス トレー トしている事 を示 している｡
Tc以下では第 5回の単位胞が無限距離に至 る迄整
列することによ り長距離秩序が生 じる｡ 長波長の
スケールで見ると第 5図の単位胞は､第 6図の様な
異方的なポン ドの大 きさを持つイジングモデルの単
位胞 と等 しいので､同 じ臨界挙動を示す｡ 特に転





Tcを越えるとr点は0でな くな る｡ 専云移点近傍での分散曲線は次の形 を している :Z(qx,qy,K)
･〔(aqx)2+(bqy)2+(C△K)2〕 1/2,△K=Kc･K. 自由エネルギ ーの特異部分 は1nZをr点の周 りで積
分する事により得 られる｡ これか ら比熱の対数的発散が出る｡ 第 2図の比熱の撮幅の比は､係数
bの違 いとして説明できる｡
(b) Tc以 下 の 分 散 関 係
Tc以下の分散関係は､ SとQで完全 に異なる｡ r点で Zは第 7図に示 したような湿度変化をす
る｡ QではTc以下で一定値に近づ く｡ これに対 してSでは十分低温で指数関数的に0に近づ く :
△Z=Z(0,0,K)～e-aK,a=2.6｡ 分散関係は第8図に示 した｡ ｢とHの値は等 しくな り､ド-H､
I-Hは完全に平である｡ ド-M､H- I線は臨界緑を形成する｡ ド-M線の周 りの分散曲線は
次のようになる :Z(qx,qy,K)=〔(bqy)2+(△Z)2〕 I/2｡ InZを｢-_M緑の近傍で積分する事によ
り､自由エネルギーの特異部分は次式で与えられ る :Feing～Te~aK. 自由エネルギーはT- 0で弱
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第7図｡〔3､2〕モデルのZ(0,0,k)の温度変化 第8図｡〔3､2〕モデルのTc>Tの分散関係
(C) 〔3､2〕S モ デ ル の 基 底 状 態 の ス ピン構 造
〔3､2〕Sモデルでは､T=0で｢-M､H- Ⅰ線が臨界線 を形成 している｡ これは､スピン構
造がy方向には常磁性の単位胞の長 さの倍にな ってお り､ x方向には週期性を持 たない事を意味 して
いる｡ 第 9図に 〔3､2〕S モデルの単位胞 を構成す る2種頬の スピン配置 を与 えた｡ 白丸 は上向
きスピンを､黒丸は下向 きスピンを表 して いる｡ (b)の スピン配置 は､(a)のスピン配置の Cの領
域の スピンの向 きを等エネルギ ール ープに沿 って反転す る事によっ S C
て得 られ るもので､エネルギ ーは等 しい｡ この二つのスピン配置
を組合わせ る事により､y方向には元の単位胞の長さの倍であ り､x
方向には幾 らでも長い単位胞が考 え られ る｡ これ らは総てエネル
ギ ー的には等 しい｡ または第 9図の Cの領域のスピンの向 きが乱
雑に並んでいるために､ x方向に週朔性 が無 いと考えてもよい｡ ド
-M､H- Ⅰ線が平になるのは､この様 なスピン構造 を考 える事に
よ り説明出来 る｡ この様なスピン構造では(a)と(b)が同 じ確率で
第9回｡ 〔3､2〕Sモデルの単位胞を
構成するスピン配を
現れ るの で､ x方向の相関が打 ち消 されて遠 くには伝わ らな い｡ 従 って通常の意味の長距離秩序度
は無 い｡ これがT=0で連続次の相転移 をす る原因である｡
(d) 〔3､2〕S モ デ ル の リエ ン トラ ン ト現 象
〔3､2〕Sモデルは､有限温度 で比熱が対数的に発散す るイジ ング型の相転移 を起 こ し､さ らにT=
0でq空間に結界線 を形成する連続次の相転移を起 こす｡ 即ち リエン トラン ト相転移 を行 い､第 9
回に与 えたスピン配置か ら､第 5回に与 えたスピン配置に相転移 を行 う｡ 第 5図のス ピン配置 は､
第 9図のに比べてエネルギ ーは高いが､ スピンが総て揃 っているの
で､長距離秩序 を形成す るのに有利 なためである｡
(e) 〔3､2〕 Q モ デ ル の 基 底 状 態 の ス ピ ン梼 造
〔3､2〕 QはFRの2重層 を含む｡ この為に有限の長 さの零エネル
ギ ール ープが存在 し､その中のスピンを反転 してもエネルギ ーは変
らない｡ この様な縮退 した状態が零点エン トロピーを生 じる｡ 第
10図に 〔3､2〕Qモデルの単位胞 を構成す る3種類のスピン配置を
与 えた｡ (b)のスピン配置 は､(a)のスピン配置で零エネルギ ール
ープ内のスピンの向 きを反転す る事 によって得 られ る｡ 零エ ネル
ギール ープに沿 ってスピンの向きを反転す る事 によ り､(C)のスピ





置か ら得 られ る｡ これ らのエネルギ ーは等 しい｡ (a)と(b)では隣 り合うCのス ピンは平行であ り､
(C)では反平行 であ る｡ これ らを親合わせ ると､y方向 には元の単位胞 の長 さの倍で あ り､ x方向 に
は幾 らでも長 い単位胞が考 え られ る｡ これが r-M､ H- Ⅰ線が平 にな る原 因であ る｡ (b)と(C)
は同 じ確率で現 れ るので相 関 は打 ち消 し合 うが､(a)が有 るため に相関が残 る｡ (a)だけで構成 さ
れ るス ピン配置 は､第 5回に与 えたスピン配置 と等 しい｡ これが 〔3､2〕 Qでは､低温 で長距離秩
序 が残 る要因 とな ってい る｡4)
§3｡ 結 び
〔3､2〕Qモデル は､有限温度で比熱 が対数的 に発散す るイジング型の相転移 を起 こす｡ これに
対 して 〔3､2〕S モデル では､ この様 な相転移 に加 えてT=0でq空間 に臨界線 を形成 す る連続次の相
転移 を起 こす｡ 即 ち 〔3､2〕Sモデル は､ リエ ン トラン ト現象 を示 す｡ この速 いは､FRの配置 に
起因 している｡ FRが 2重層 をな して いる時 は､有限の長 さの零エ ネル ギ ール ープが存在 し状態の
縮退 を生 じる｡ これ らの状態 の中 には､相 関を伝 えるス ピン配置が存在 して い る｡4)･6) これに
対 して 1重層の時には､零エ ネル ギ ール ープは無限の長 さの もの しか存在 しないために､基底状態
では相 関を断ち切 るス ピン配置 しか存在 し得な い｡ 有 限温度 とな ると励起状態 を通 じて相 関が伝
わ り得 る様 にな る｡3卜 5) 〔4,2〕､〔5,2)モデル でも同 じ傾 向を示す｡ 〔n､n〕モデル では､q空
間 に塩界点 を形成 す る連続次 の相転移 と結界線 を形成 す る連続次の相転移 がT=0で共存 している｡
スピングラス状態 は､位相空間の中 で高次 に縮退 して いると推測 されてい る｡2) LFRモデルでは､
一 次元方向にではあ るが この様 な状態 を実現 して いるので､ スピング ラスを考 え る上 で有益なモデ
ル を与 え る｡
以上 で明 らか に した様 に､Z(q､k)の分散関係 につ いての知見がFRモデル の相転移横樵の解明に
重要で あ る｡ 本研究で用 いた数値的方法 は､他 のFRモデル の相転移の研究 にも有効 で あると考 え
られ る｡
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